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Chapitre 1

Intégrales généralisées

1.1. Définitions et propriétés élémentaires

Définition 1.1. Soita € R, b € RU{+o00} avec a < b. Soit f : [a,b][— IR continue.

xr
- Si / f(t)dt admet une limite réelle lorsque x tend vers b, on dit que l'intégrale
a

b
généralisée de f sur [a,b], que I'on note / f(t)dt, converge et on pose :
a

b T
/a F(t)dt = lim / F()dt.

- Si / f(t)dt n’admet pas de limite dans IR, on dit que 'intégrale généralisée
b a
/ f@)dt diverge.

Remarque On a la méme définition pour a € RU {—o0} et b € R, f :]a,b] - R

b b
continue. L’intégrale généralisée est définie par / ft)dt = lim / ft)dt.
a r—a T

Exemple :

. . oo da
1) Soit @ € IR. On considere —.

1z

1
La fonction x — — est continue sur [1, +oof.
x

X b'e
On pose F(X) = / de_ / x~%dx.
1

1 xe
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X
d
Sia=1,onaF(X)= / f = [In(2)]¥ = In(X).
1
X X
Donc lim — = +o0.
X —+o0 1 x

X gt ¥ 1 1
3 1FX: —(Xd: — _1.
sta 1,70 = [artar= [ 255 ] = 10 [ -]

Alors la limite existe si et seulement si & — 1 > 0 c’est-a-dire o > 1. Donc elle
diverge si et seulement si a < 1.

b
2) Soient a € IR et b € IR tels que a < b. On considere / e
o t—a

1
La fonction ¢ — ———— est continue sur ]a, b] — IR.

(t—a)
b b
dt .
Si @ = 1, on obtient F(x) = In(t — a)|® = In(b — a) — In(z — a).
b
Donc lim F(x) = 4o0. D’oﬁ/ ti diverge.
o t—a

r—at
b

. (t—a)— 1 1- 1-
S 1, F(z) = = —(z — *+(b- ol
Lot L F) = S| =g e @ 0
Donc lim F(zx) existe si et seulement si 1 — o > 0 c’est-a-dire a < 1.
r—a

Alors la limite existe si et seulement si o < 1.

L’intégrale diverge si et seulement si o > 1.

1.1.1. Propriétés

On considere f : [a,b[— R avec a € R, b € RU {+o0} et a < b.

Proposition 1.2.

b b

f(t)dt converge si et seulement si il existe ¢ € [a, b] tel que / ft)dt con-
C

a
verge.

Démonstration Soit z € [a,b]. Il suffit d’écrire la relation de Chasles.

/;f(t)dt:/:f(t)dwr/;f(t)dt. o

Proposition 1.3. Soit f : [a,b[— IR positive et continue.
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b
/ f(t)dt converge si et seulement si il existe M € Ry tel que
a

Vo e labl 0< /rf(t)dt <M.

b b T
En plus on a, si / f(t)dt converge, / f(t)dt = sup / ft)dte.

z€la,b]

x
Démonstration Soit F(x) = / f(t)dt; F est positive et croissante. Il suffit
a

b
d’écrire! L’un des sens est trivial (/ f(t)dt converge).
a
Par ailleurs lim F(z) = sup F(z) € IR si et seulement si {F(z) /a < z < b}

z—b a<lz<b
est majoré. M étant un majorant, la preuve se termine. 0O

Proposition 1.4. Soient f,g : [a,b[— IR+ continues telles que :
Vo € [a,b] 0<g(x) < f(2)
alors :

b b
i) Si / f(z)dx converge alors / g(x)dx converge.

b b
ii) Si/ g(x)dx diverge alors/ f(z)dx diverge.
b'e b'e
Démonstration On a, pour tout X € [a, b, / g(x)dx §/ f(z)dz. DO

+oo
Exemple : On considere 'intégrale / e~ dz. Est-elle convergente?
0

On sait d’apres le développement limité que pour tout u € R4 on a e* > wu.
2 1
Donc ¢® > 2. Ce qui donne — < —.
ev x?
+oo
Or / — converge car o = 2 (voir ce qui précéde).
1 X
o0 5
Donc, d’apres la Proposition 1.4, on a / e~ dx est convergente.
1

+oo
2
D’apres la Proposition 1.2, on a / e~ " dx est convergente.
0

+oo
2
Exercice : Montrer que pour tout m € IR, / x™e” " dx converge.
0
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1.1.2. Intégrales généralisées absolument convergentes

Définition 1.5. Soit f : [a,b[— IR continue, on dit que lintégrale généralisée

b b
/ f(t)dt converge absolument si I'intégrale généralisée / |f(t)|dt converge.
a a

Théoreme 1.6. (Critére de Cauchy)

b
Soit f : [a,b[— IR continue. / f(t)dt converge si et seulement si
a

Ve >0 dcé€la,b]/Vz, Vo' /c<z<b, c<x’<b:>|/ f(t)dt] <e.

Démonstration

“+o00
b= 400 : / f(t)dt converge si et seulement si
a

y
Ve>0 Je>a/Ve>e,Vy>c = |/ ft)dt] < e.

On suppose que le critere de Cauchy est vrai.
n

On pose I, = / f(t)dt avec n > a. (I,,) est une suite numérique.
a

Montrons que (I,,) converge dans IR. Pour cela on montre que (I,,) est une
suite de Cauchy.

b
Soit € > 0, / f(t)dt vérifie le critere de Cauchy. Donc il existe ¢ > a tel que
a

y
pour tous z > a, y > a alors |/ f)dt] < e.
x
IR étant archimédien, donc il existe N € IN tel que N > ¢. Donc pour tout
n+p
n > N on an > cet pour tout p € IN, n +p > c. D’ou |/ f(t)dt] <e.
n

En utilisant la relation de Chasles, on obtient

n-+p n n-+p
Losp — L] = | / f(tydt - / F(tydt] = | / F(t)dt] <e.

Donc (I,,) est une suite de Cauchy. D’ou (I,,) converge dans IR.

Posons
I= Ilim I,€R

n—-+o0o

= lim /nf(t)dt.

n—-+o0o
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[ swa-n=1( [ rwa- [ o)+ ([ soa-1)

<| / F()dt] + | — 1)

D’apres le critere de Cauchy, il existe ¢ > a tel que pour tous y,y > c alors

v €
|/y F(t)ar] < <.

Comme I, tend vers I alors il existe N € IN tel que pour tout n > N alors
€
|, —I| < 3

On pose Ny = max{c, N}.
Pour tous > Ny, n > Ny alors |/ f)dt| < % et |I, —I| < g

T

x
D’0ﬁ|/ f(t)dt—I|<§+§:5.Donc lim f() =1

2 z—+00

La réciproque.

+oo +oo
On suppose que / f(t)dt converge. On pose J = / ft)dt.

T
Soit € > 0, il existe ¢ > a tel que tout x > ¢ alors |/ f®)dt —J| < g
a

Soit z, ' > c. On a

|/ " e = / " e - [ swa=1f " e — 1)+ (7 | s
<|/ FO)dt = J]+ 17 - /f )|

< —
2+2

Théoréme 1.7. Soit f : [a,b]— IR continue, a € R, b € R et a < b.

b b
Si / f(t)dt est absolument convergente alors / f(t)dt converge.
a a
Démonstration En exercice. O

b b
Définition 1.8. On dit que / f(t)dt est semi-convergente si / f(¥)dt converge
a a

et / f(t)dt n’est pas absolument convergente.
a
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Foo s
sin(¢
Exemple : Intégrale semi-convergente. On considere I'intégrale / ﬁdt.

sin(t)
t
Une intégration par parties donne

4

1

Posons f(t) = . f:[1,400[— IR continue. On note F(x) = / f(t)dt.
1

t)|* ? cos(t ? cos(t
Flo) = — cos(t) 7/ cos( )dt _ _ cos() + cos(1) 7/ cos( )dt.
t 1 1 t2 x 1 t2
t 1 Hoo
On a cos(?) < —=.Aveca=2>1, donc — converge.
12 t2 L 12
+00 Foo
t t
Ce qui entraine que / COtSQ( )’dt converge, donc / CO;( )dt converge

1 1

cos(t)
$2

+oo
absolument, donc / dt converge.
1

L . [T sin(t)
F(z) a une limite lorsque z tend vers +oo, d’ou / Tdt converge.
1

+oo | +oo |
t t
Maintenant on considere / ISln#dt << / |SH;( )|dt>.
1

™

On pose

- [l

2 : 3 : nmw .
Sy P L E TP LG
- ¢ 2 ¢ ( ¢

I n—1)w

B nzl/(k+l)7r |Sln(t)|dt

k=1"F7 t

On fait le changement de variable ¢t = k7w + 7. Ce qui donne

(k+1)m . T .
/ | sin(¢)| gt — / | sin(km + 7)] ir
k 0

t km+ 71

™ _ k oz ™ .
[t 7 s,
0 km+T1 o km+T

™ sin(7) 1 T 2
> dr=—— dr=——~ .
_/0 kr o ﬂ'(k‘—l—l)/o sin(r)dr m(k+1)

s

Donc
n—1 n—1 n
2 2 1 21
L, > — == - 2N 2 (voir 1¢ ).
N nk+1) = E+1 7 1;2 % (voir lere année)
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Alors lim L, = +oo. Donc lim %ﬂdt = +o00.

n—-+4oo xr—+400 .

sin(t)

+oo
On en déduit que / dt n’est pas absolument convergente.
1

sin(t)

+o00
Exercice : Montrer que / ——=dt est semi-convergente.
1

Vit

1.2. Régles de convergence

Théoréme 1.9. Soit f,g : [a,b[— IR continues, a € IR, b € IR, a < b.
b
1) Si f ~ g quand x — b, si / g(t)dt est absolument convergente alors
b a
/ f(t)dt est absolument convergente.

2) Si f ~ g quand x — b et si g a un signe constant au voisinage de b alors

b b
les intégrales / f(t)dt et / g(t)dt sont de méme nature (elles divergent en méme

temps ou elles convergent et dans ce cas absolument en méme temps).

Démonstration
1
1) b € R. lim f@) = 1. On traduit cette limite pour ¢ = —. Donc il existe
a—b g(x) 2
1
¢ € [a,b] tel que ¢ < x < b alors 1) - 1‘ < =. Ce qui entraine que 1(@) - =,
9(x) 2 9(x) 2

Dot [£(2)] < 3lo(a)].

b b
Or / |g(t)|dt converge. Donc d’apres le théoréme de comparaison / |f(®)|dt
converge.aD’ofl le résultat. ¢

2) Faire en exercice en s’inspirant du 1). O

Corollaire 1.10.
1) Soit f : [a,+oo]— IR continue, a € RR.
a) Si lir}rl z“f(z) =1 € R", avec @ € R. Alors
T—r+00

—+oo
/ f(t)dt est absolument convergente si et seulement si o > 1.
a

—+oo
/ f(t)dt est divergente si et seulement si o < 1.
a
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—+o0
b) Si lim a“f(x) =0 alors si a > 1, / f(t)dt converge absolument.

xr——+00

+oo
¢) Si lim z%f(z) =400 alors si a <1, / f(t)dt diverge.

r—-+00
2) Soit a, b€ R, a < b, f: [a,b]— IR continue.
a) Si lin%)(b —z)%f(z) =1 €R", alors

T—

b
sia <1, / f(t)dt converge absolument.
o
sia>1, / f)dt diverge.
’ b
b) Si lin%)(b —2)*f(z) =0alors sia < 1, / f(t)dt converge absolument.
Tr—r a
b
c) Si lin})(b —z)*f(z) = 400 alors si a > 1, / ft)dt diverge.
r— a
Démonstration En exercice. O.

Remarque En —oo, on a des résultats équivalents.

+o0
Exercice : Etude de la convergence de /1 xke_wzdx, k€ RY. On pose f(x) =
zFe=?" On a 22 f(z) = 2" 2" = 0.

+oo
Premiere méthode : Pour « =2 > 1, / f(x)dx converge absolument d’apres
1

le Corollaire 1.10.

Deuxieme méthode : En faisant un développement limité de Taylor Lagrange
a lordre m + 1 en 0, avec m = E(k) + 1, on obtient :

m u™ um-i—l um+2
e=1+—++—+ + e’
1! m! (m+1D! (m+2)!
En prenant u = 22, on trouve :
5 1:2 $2m ‘r2m+2 z2m+4
=14 =+ — + ‘.
¢ T ml im0 mra)©
En particulier
2m+2 ( | | |
2 x .2 m+ 1)! b 2 cm+1D (m+1)!
e’ Z m — e 7 S W — g ”* S x m2m+2 = me—k-‘rQ'

Donc

D’oti la convergence absolue.
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Théoréme 1.11. (Régle de Dirichlet)
Soient f et g: [a,b]— R, a € R, b € RU {+c0}, telles que :
i) [ est positive décroissante et tend vers 0 lorsque x tend vers b,
ii) il existe M > 0 tel que :

Vz € [a,b], Yy € [a,b] alors

Yy
/ g(t)dt‘ <M,

b
a]ors/ f(t)g(t)dt converge.

Démonstration To do. O

Théoréme 1.12. (Test de Dirichlet)

Soit f une fonction continue sur [a, [ telle que sa primitive F(x) = / f(®)dt
a

b
est bornée sur [a,b[. Soit g : [a,b[— IR telle que / g'(t)dt est absolument conver-

a
gente. On suppose que

lim g(z) = 0. (1.1)

z—b~
b
Alors/ f(@)g(x)dx converge.

Démonstration La fonction continue fg est localement intégrable sur [a, b[. Donc
il existe ¢ € [a, b] tel que

[ @tz = Pgle) - [ Fg @ (1.2)

F étant bornée, donc il existe M € IR* tel que |F(x)| < M pour tout x € [a,b[. Ce
qui donne
|F(z)g'(x)] < Mlg'(z)| Va € [a,b].

b b
Or / |’ (z)|dz < oo, donc / F(x)g'(z)dx est absolument convergente. En faisant

a
tendre ¢ vers b~ dans (1.2), tenant compte de (1.1), on trouve

bf(w)g(l“)dl” = — bF(x)g'(x)dx. i
/ /

sin(t)
t

dt. On pose f(t) = E et g(t) = sin(t).

+oo
Exemple : Soit / ;
1
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Sur [1,4o00[ f est positve et décroissante et on a lim f(t) = 0.
t—+oo

y
Soit z, y € [1,+o0[. On a / sin(t)dt = — cos(t)|Y = cos(x) — cos(y).

T

Y
Donc / sin(t)dt‘—|COS(£L’)—COS(ZJ)|§2-

Foo s
sin (¢
D’apres le Théoreme 1.11, / %dt converge.
1

Exercice :

sin(t)

tOé

dt avec o > 0.

“+o0
1) Etudier la convergence de /
1
—+oo
2) Soit I'(z) = / t" e tat.
0
a) Montrer que I' est définie sur IR, .
b) Montrer que I'(z) = (x — 1)I'(z — 1) pour = > 1.
¢) En déduire que pour tout n € IN*, I'(n) = (n — 1)L.



